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Tóm tắt. Bài báo này trình bày đáp ứng động lực học phi tuyến của tấm bằng vật liệu 

rỗng (FGP-functionally graded porous materials) đặt trên nền đàn hồi Pasternak. Hệ 

phương trình động lực học phi tuyến được thiết lập trên cơ sở lý thuyết biến dạng cắt bậc 

nhất có kể đến tính phi tuyến hình học von-Kárman. Vật liệu FGP với ba dạng phân bố lỗ 

rỗng: đều, không đều đối xứng và không đều bất đối xứng và các hê số rỗng thay đổi sẽ 

được khảo sát. Độ tin cậy của mô hình lý thuyết và chương trình tính đã được kiểm chứng 

qua so sánh kết quả tính toán với các kết quả đã công bố trên các tạp chí uy tín. Ảnh 

hưởng của dạng phân bố lỗ rỗng, hệ số rỗng của vật liệu FGP, tham số kích thước hình 

học, nền đàn hồi đến đáp ứng động lực học của tấm FGP được đánh giá thông qua các ví 

dụ số. 

Từ khóa: Đáp ứng động lực học, phân tích phi tuyến, vật liệu FGP, lý thuyết biến dạng 

cắt bậc nhất, nền đàn hồi. 

1. Mở  ầu 

Là một loại vật liệu nhẹ, có các lỗ rỗng (pores) thay đổi trơn và liên tục theo tọa độ không gian 

của vật liệu, vật liệu rỗng (FGP-functionally graded porous materials) được sử dụng rộng rãi trong 

nhiều ngành công nghiệp như: hàng không vũ trụ, đóng tàu, giao thông vận tải, xây dựng dân dụng…. 

Do có khả năng hấp thụ năng lượng tốt nên loại vật liệu này được sử dụng để chế tạo những bản sàn, 

tấm tường cách âm, cách nhiệt, chế tạo những cấu kiện chịu được tải trọng va chạm. Vì vậy, việc tìm 

hiểu ứng xử cơ học của kết cấu sử dụng loại vật liệu này, thu hút được sự quan tâm của các nhà nghiên 

cứu trong và ngoài nước trong thời gian gần đây.  

Có nhiều phân tích tuyến tính ứng xử tĩnh và động của kết cấu dầm, tấm, vỏ bằng vật liệu FGP 

đã được thực hiện chứng tỏ mối quan tâm không hề nhỏ của giới học thuật về chủ đề này [1-5]. Để mô 

tả sát thực tế hơn ứng xử của kết cấu khi chịu lực, để ý đến sự thay đổi độ cứng kết cấu dưới tác dụng 

của tải trọng, phân tích phi tuyến là một hướng nghiên cứu được lựa chọn. Xét đến tính phi tuyến hình 

học, có khá nhiều công bố về uốn, dao động và ổn định của kết cấu FGP [6-9]. Do có kể đến thành 

phần biến dạng phi tuyến nên các hệ thức quan hệ và các phương trình chủ đạo trở nên cồng kềnh hơn, 

lời giải hiển theo tiếp cận giải tích chính vì thế cũng khó nhận được. Một trong những kỹ thuật để vượt 
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qua những khó khăn này là sử dụng hệ quy chiếu đi qua mặt trung hòa để tính toán. Khác với cách tính 

thông thường lấy hệ tọa độ đi qua mặt trung bình hình học của kết cấu, cách chọn hệ trục tính toán đi 

qua mặt trung hòa sẽ làm triệt tiêu tương tác màng - uốn trong quan hệ nội lực - biến dạng, kết quả là 

các phương trình chủ đạo nhận được đơn giản hơn. Zhang [10] phân tích phi tuyến ứng xử uốn, dao động 

và sau ổn định của dầm FGM theo lý thuyết dầm bậc cao bằng phương pháp giải tích. She và cs. [11] phân 

tích ổn định và sau ổn định nhiệt của dầm FGM có gắn lớp vật liệu áp điện cũng theo lý thuyết dầm bậc cao 

bằng phương pháp Ritz. Babaei và cs. [12] phân tích ổn định và sau ổn đinh nhiệt của dầm FGM có vi bọt 

rỗng, có xét đến yếu tố không hoàn hảo hình học ban đầu sử dụng kỹ thuật hàm phạt.  Kim và Lee [13] 

phân tích phi tuyến đẳng hình học tấm FGM theo lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất. Hải và cs. [14] phân tích 

phi tuyến tĩnh tấm FGP đặt trên nền đàn hồi theo tiếp cận chuyển vị. 

Phân tích đáp ứng động phi tuyến của tấm FGM hoàn hảo và tấm FGM có vi bọt rỗng đã được 

một số tác giả thực hiện [15-17], tuy nhiên đối với tấm FGP (metal foam) thì cho đến bây giờ chưa có 

nghiên cứu nào được công bố. Trên cơ sở đó, trong bài báo này, với tiếp cận giải tích các đặc trưng 

động lực học của tấm FGP sẽ được khảo sát. Dựa trên lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất (FSDT), sử 

dụng hàm ứng suất Airy kết hợp với phương pháp Galerkin, hệ phương trình phi tuyến nhận được khi 

tính toán trên hệ tọa độ qui chiếu đi qua mặt trung hòa sẽ cho phép khảo sát đáp ứng động phi tuyến 

của tấm chữ nhật FGP bốn biên tựa khớp. Ảnh hưởng của các tham số vật liệu rỗng, nền đàn hồi và tần 

số lực cưỡng bức đến đáp ứng động lực học của tấm sẽ được đánh giá. 

2. Cơ sở lý thuyết 

2.1. Vật liệu FGP – vị trí mặt trung hòa 

Xét tấm chữ nhật bằng vật liệu FGP có chiều dài a, chiều rộng b và chiều dày h như Hình 1. 

Tấm được đặt trên nền đàn hồi Pasternak với các hệ số nền: Kw - hệ số độ cứng uốn (Winkler 

stiffness), Ks  - hệ số độ cứng cắt (shear stiffness).  

 

 

Hình 1. Mô hình tấm chữ nhật FGP trên nền đàn hồi 

Mô đun đàn hồi kéo-nén và mô đun đàn hồi trượt của vật liệu FGP biến thiên liên tục theo chiều dày 

tấm phụ thuộc vào hệ số rỗng và quy luật phân bố lỗ rỗng [3, 18]:   

 Phân bố đều: 

    max max 0 max 0, , 1 ; 1E G E G e e        (1) 
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 Phân bố không đều – đối xứng: 

   max max 0 max( ), ( ) , 1 cos ; ( ) 1 cosm

z z
E z G z E G e z e

h h

 
 

      
         

      
 (2) 

 Phân bố không đều – bất đối xứng: 

   max max 0 max( ), ( ) , 1 cos ;  ( ) 1 cos
2 4 2 4

m

z z
E z G z E G e z e

h h

   
 

      
           

      
 (3) 

trong đó: 

2

0
0 0

1 1 2 2
1 1 ;e

e e


 

 
     

 
 max max max, ,E G   và min min min, ,E G   lần lượt là các giá 

trị lớn nhất và nhỏ nhất của mô đun đàn hồi kéo - nén, mô đun đàn hồi trượt và khối lượng riêng. Hệ 

số Poisson ν được coi là không thay đổi theo tọa độ chiều dày. 

Các hệ số rỗng được xác định bởi: 

min min min
0 0 0

max max max

1 1 ; 1 1 1    (0 , 1)m m

E G
e e e e e

E G




            (4) 

Vị trí mặt trung hòa của tấm FGP trong trường hợp phân bố bất đối xứng không trùng mặt trung 

bình, được xác định từ điều kiện [19]: 

 
/2 /2 /2

/2 /2 /2

( ) 0 ( ) / ( )
h h h

h h h

z C E z dz C zE z dz E z dz
  

   
       

      
    (5) 

2.2. Lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất – các phương trình chuyển động 

Sử dụng khái niệm mặt trung hòa, các thành phần chuyển vị , ,u v w  của điểm bất kỳ có tọa độ 

(x, y, zns) trong không gian tấm biểu diễn dưới dạng [20]: 

0 0

0

( , , , ) ( , , ) ( , , ); ( , , , ) ( , , ) ( , , );

( , , , ) ( , , )

ns ns x ns ns y

ns

u x y z t u x y t z x y t v x y z t v x y t z x y t

w x y z t w x y t

    


 (6) 

trong đó: t là biến thời gian; 0 0 0, ,u v w  là các thành phần chuyển vị của điểm trên mặt trung hòa 

theo các phương x, y, zns; ,x y   là các góc xoay của pháp tuyến mặt trung  hòa quanh hai trục y, x.  

Các thành phần biến dạng có kể đến thành phần phi tuyến hình học von Kármán thể hiện như 

dưới đây [20]: 

0

0

0

;

xx x

y y ns y

xy xyxy

z

 

  

 

    
         

      
     
        

 

0

0

xz xz

yz yz

 

 

     
   

     

 (7) 
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trong đó: 

2
0,0

0, ;
2

x
x x

w
u    

2
0,0

0, ;
2

y
y y

w
v    

0
0, 0, 0, 0, ;xy y x x yu v w w     , ;x x x   

, ;y y y   , , ;xy x y y x     
0 0

0, 0,; .xz x x yz y yw w        

Dấu (,) đi kèm các thành phần chuyển vị chỉ đạo hàm riêng theo biến tương ứng. 

Vật liệu FGP được coi là đàn hồi tuyến tính, quan hệ ứng suất – biến dạng được viết dưới dạng: 

11 12
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66
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Q Q
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44
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 (8) 

với: 
 11 22 12 21 44 55 662 2
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Tích phân các thành phần ứng suất theo chiều dày của tấm ta nhận được các thành phần nội lực: 

0
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 (9) 

trong đó: hệ số hiệu chỉnh cắt được lấy kc = 5/6; 
 

1 1
11 12 11 662
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2 11

E E
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/2
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Sử dụng lý thuyết FSDT, các phương trình chuyển động của tấm FGP đặt trên nền đàn hồi, dưới 

tác dụng của tải trọng uốn phân bố q tác dụng lên mặt trên tấm [20]: 

, , 0 1 ;x x xy y xN N I u I     , , 0 0 1 ;xy x y y yN N I v I     

 , , 0, 0, 0, 0 0, 0,

0 0 0 0

2

2 ;

x x y y x xx xy xy y yy w s xx yyQ Q N w N w N w K w K w w

q I w I w

      

  
 

, , 1 0 2 ;x x xy y xz xM M Q I u I      , , 1 0 2xy x y y yz yM M Q I v I      

(10) 

trong đó: các mô men quán tính  
/2

/2

( ) ; 0,1,2 ;
h C

i
i ns ns ns

h C

I z z dz i


 

   ε là hệ số cản nhớt 

tuyến tính. 

Sử dụng hàm ứng suất Airy ( , )x y  được định nghĩa dưới dạng:  

, , ,; ;x yy y xx xy xyN N N       (11) 
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Thay (11) vào hai phương trình đầu tiên trong (10) dẫn đến: 

1
0

0

;x

I
u

I
   1

0
0

y

I
v

I
   (12) 

Thay (11) và (12) vào ba phương trình còn lại của (10); đồng thời biểu diễn các quan hệ giữa mô 

men, lực cắt theo chuyển vị, ta được:  
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(13) 

Mặt khác, phương trình tương thích biến dạng có dạng sau [21, 22]: 

0 0 0 2
, , , 0, 0, 0,x yy y xx xy xy xy xx yyw w w       (14) 

Từ (9) và (11), có thể biểu diễn các thành phần biến dạng theo nội lực, sau đó là hàm ứng suất; 

thay vào (14), ta được: 

  2
, , , 1 0, 0, 0,2 /xxxx xxyy yyyy xy xx yyE w w w       (15) 

Hệ bốn phương trình gồm (13) và (15) là hệ phương trình chủ đạo để phân tích dao động phi tuyến 

tấm FGP dưới tác dụng của tải cưỡng bức vuông góc với bề mặt tấm. 

3. Ph n tích d o  ộng phi tuyến   

Trong bài báo này, xét tấm chữ nhật FGP liên kết khớp 4 cạnh, dưới tác dụng của tải trọng phân bố 

đều q(t). Các điều kiện biên của bài toán thể hiện như sau: 

Tại x = 0, a: 0 0 0;y x xv w N M      tại y = 0, b: 0 0 0x y yu w N M      (16) 

Chọn dạng nghiệm Navier để thoả mãn các điều kiện biên trong (16): 

0 ( )sin sin ; ( )cos sin ; ( )sin cosx x y yw W t x y t x y t x y           (17) 

trong đó , ; , 1,2,3 ;
m n

m n
a b

 
     , ,x yW    là biên độ của độ võng và góc xoay. 

Thay (17) vào (15), ta được: 

 4 2 2 21 ( ) cos2 cos2
2

E
W t x y        (18) 
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Nghiệm của phương trình (18) có dạng: 

2 2
2 2 1 1

1 2 1 22 2
( )cos2 ( )cos2 ; ; .

2 2

E E
AW t x A W t y A A

 
  

 
     (19) 

Thay (19) vào (13) và áp dụng phương pháp Galerkin, ta được: 

3
11 12 13 1 1 1 12 ;x yL W L L PW C q W W          

21 22 23 2 ;x y xL W L L        31 32 33 2x y yL W L L        

(20) 

trong đó:  , 1,2,3ijL i j   và 1 1 1 2, , ,P C    là các hệ số đã được xác định. 

3.1. Dao động riêng tuyến tính   

Cho q = 0 và bỏ qua các thành phần phi tuyến trong (20), ta xác định được tần số dao động riêng 

của tấm FGM rỗng từ việc giải định thức: 

2
11 1 12 13

2
21 22 2 23

2
31 32 33 2

0

L L L

L L L

L L L

 

 

 



 



 (21) 

Nghiệm nhỏ nhất thu được từ (21) với mỗi cặp giá trị (m, n) chính là các tần số dao động riêng 

mn  cần tìm; từ đó ta xác định được tần số dao động cơ bản  0 min mn  . 

3.2. Đáp ứng động phi tuyến 

Xét tấm FGM rỗng dưới tác dụng của tải trọng uốn phân bố đều ( ) sinq t Q t  . Hệ phương 

trình (20) thu về dạng: 

3
11 12 13 1 1 1 1sin 2 ;x yL W L L PW C Q t W W           

21 22 23 2 ;x y xL W L L        31 32 33 2x y yL W L L        

(22) 

Sử dụng (22), ta xác định được đáp ứng động lực học phi tuyến của tấm FGM rỗng. Đáp ứng 

động học của tấm được xác định sử dụng sử dụng phương pháp Runge-Kutta với các điều kiện ban 

đầu (0) (0) (0) 0; (0) (0) (0) 0.x y x yW W        

4. Kết quả số và thảo luận 

Dựa trên lời giải giải tích được xây dựng ở trên, các tác giả đã lập code chương trình sử dụng 

phần mềm Matlab để tính toán đáp ứng động phi tuyến cho tấm chữ nhật FGM rỗng liên kết khớp 4 

cạnh, đặt trên nền đàn hồi. Vật liệu bọt kim loại (metal foam) với các cơ tính Emax = 200 GPa, ρmax = 

7850 kg/m
3
, ν = 0,3. Để thuận tiện, các công thức không thứ nguyên được sử dụng [23, 24]:  

 

4 2 3
max max

0 0 2
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; ; ;
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w s
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4.1. Ví dụ kiểm chứng 

Xét tấm vuông bằng vật liệu đẳng hướng (E = Ec = 380 GPa; ν = 0,3; e0 = 0) tựa khớp trên chu 

vi. Bảng 1 trình bày một số kết quả kiểm chứng về tần số dao động cơ bản không thứ nguyên của tấm 

0 / ;m mh E    

4

0 ;w

m

K a
K

D


2

0 ;s

m

K a
J

D


 

3

2
;

12 1

m
m

E h
D





 Em = 70 GPa; ρm = 2702 kg/m

3
, cho 

bốn trường hợp giá trị tham số nền ( 0 0,K J ) và các tỷ số kích thước tấm: a/h = 5, 10, 20. 

Các kết quả tính toán dựa trên lý thuyết tấm bậc nhất (FSDT) với dạng nghiệm Navier được so 

sánh với kết quả giải tích (dạng nghiệm Navier và Levy) của Thai và Choi [23] sử dụng lý thuyết biến 

dạng cắt bậc cao cải tiến 4 ẩn số chuyển vị. Các kết quả số cho thấy, nghiệm giải tích trong bài báo 

phù hợp với kết quả của Thai và Choi với tất cả các giá trị tham số nền và tỷ số kích thước tấm a/h. 

Bảng 1. Kiểm chứng tần số dao động cơ bản không thứ nguyên   của tấm vuông đẳng hướng 

K0 J0 Nguồn a/h     

      5 10 20 

0 0 Thai và Choi 0,4154 0,1135 0,0291 

    Bài  áo 0,4150 0,1133 0,0291 

0 100 Thai và Choi 0,608 0,1599 0,0406 

    Bài  áo 0,6074 0,1597 0,0406 

100 0 Thai và Choi 0,4273 0,1163 0,0298 

    Bài  áo 0,4268 0,1161 0,0298 

100 100 Thai và Choi 0,6162 0,1619 0,0411 

    Bài  áo 0,6156 0,1617 0,0411 

4.2. Khảo sát ảnh hưởng của các tham số 

Trong các khảo sát số dưới đây, đáp ứng động của tấm chữ nhật vật liệu FGM rỗng: h = 0,01 m; 

a/h = 50; b/a = 1,5; m = n = 1, liên kết khớp trên chu tuyến được thực hiện. Tấm đặt trên nền đàn hồi 

Pasternak và chịu uốn dưới tác dụng của tải cưỡng bức phân bố đều q = 10
4
sinΩt (Pa, s). 

Hình 2 khảo sát đường cong tải-độ võng của tấm chữ nhật FGM rỗng (e0 = 0,5; K0 = J0 = 0, ε = 10, 

Ω = 500 rad/s) với ba dạng quy luật phân bố lỗ rỗng: phân bố đều (ω = 784,81 rad s), phân bố đối 

xứng (ω = 872,92 rad s) và phân bố bất đối xứng (ω = 793,29 rad s). Các kết quả cho thấy, tấm chữ 

nhật với quy luật phân bố đối xứng luôn có tần số dao động riêng lớn nhất và biên độ độ võng nhỏ 

nhất (độ cứng kết cấu lớn nhất); hai quy luật còn lại cho kết quả khác nhau không nhiều.  

Hình 3 so sánh ảnh hưởng của hệ số lỗ rỗng lên đường cong tải-độ võng của tấm chữ nhật FGM 

rỗng (K0 = J0 = 0, ε = 10, Ω = 500 rad s), phân bố đối xứng: e0 = 0,1; 0,5; 0,9. Các tần số dao động 
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riêng tuyến tính của tấm tương ứng với 3 trường hợp hệ số lỗ rỗng: ω = 868,50 rad/s; 872,92 rad/s; 

950,35 rad/s). Một điều thú vị nhận được là với phân bố lỗ rỗng đối xứng, khi tăng hệ số lỗ rỗng e0 thì 

biên độ độ võng tăng, nhưng đồng thời tần số dao động riêng của tấm cũng tăng theo.  

Hình 4 so sánh ảnh hưởng của các hệ số nền đàn hồi lên đường cong tải-độ võng của tấm chữ 

nhật FGM rỗng (e0 = 0,5, ε = 10, Ω = 500 rad s), phân bố đối xứng: K0  = J0 = 0; K0  = 100, J0 = 0; 

K0  = 100, J0 = 10. Các tần số dao động riêng tuyến tính của tấm tương ứng với 3 trường hợp hệ số nền 

là: ω = 872,92 rad/s; ω = 1104,81 rad s và ω = 1369,09 rad s). Các kết quả trên đồ thị cho thấy ảnh 

hưởng của nền đàn hồi như mong đợi: khi tăng các tham số nền K0 hoặc J0 có tác dụng làm tăng độ 

cứng tổng thể của kết cấu tấm, dẫn đến tần số dao động riêng của tấm tăng và biên độ độ võng giảm.  

Hình 5 so sánh ảnh hưởng của tần số lực cưỡng bức lên đường cong tải-độ võng của tấm chữ nhật 

FGM rỗng (K0 = J0 = 0, e0 = 0,5, ε = 0), phân bố đối xứng: Ω = 750 rad/s; Ω = 800 rad/s; Ω = 850 rad/s. 

Tần số dao động riêng tuyến tính của tấm là: ω = 872,92 rad s. Có thể thấy rằng, khi tần số lực cưỡng 

bức gần với giá trị của tần số dao động riêng của tấm, hiện tượng phách điều hòa xảy ra làm tăng 

nhanh biên độ độ võng. Tần số lực cưỡng bức càng gần với giá trị của tần số dao động riêng thì biên 

độ độ võng càng lớn và chiều dài phách càng tăng. 

 

Hình 2. Đường cong tải-độ võng của tấm FGM 

rỗng với các quy luật phân bố lỗ rỗng 

 

Hình 3. Ảnh hưởng của hệ số lỗ rỗng, e0 lên 

đường cong tải-độ võng của tấm FGM rỗng 

 

Hình 4. Ảnh hưởng của hệ số nền lên đường 

cong tải-độ võng của tấm FGM rỗng 

 

Hình 5. Ảnh hưởng của tần số lực cưỡng bức lên 

hiện tượng phách điều hòa của tấm FGM rỗng 
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5. Kết luận 

Bài báo xây dựng cơ sở lý thuyết và thuật toán phân tích đáp ứng động lực học phi tuyến tấm 

FGP liên kết khớp bốn cạnh, đặt trên nền đàn hồi. Bằng việc sử dụng hệ quy chiếu là mặt trung hoà và 

phương pháp Galerkin, đã nhận được hệ phương trình khảo sát đáp ứng động phi tuyến của tấm. 

Chương trình tính viết trên nền Matlab được kiểm chứng cho tấm bằng vật liệu đẳng hướng cho thấy 

đủ độ tin cậy. Các khảo sát số được thực hiện đã đánh giá được ảnh hưởng của quy luật phân bố, hệ số 

lỗ rỗng, hệ số nền đàn hồi, tần số lực cưỡng bức đến đáp ứng động lực học của tấm FGP. Đây là 

nghiên cứu ban đầu cho những nghiên cứu tiếp theo về ứng xử của các kết cấu bằng vật liệu FGP chứa 

chất lỏng trong các lỗ rỗng.  
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